Théoreme de Burnside

Référence : Algebre 2 Oraux X-ENS page 185
Recasage : 104 / 106 / 149 / 157 / 153 / 162

On rappelle que GL,,(C) = {A € M, (C) | det(A) # 0}

Définition. Un sous groupe de G de GL,(C) est d’exposant N € N si VA€ G AN =1

Lemme 1

Soit A € .4, (C) telle que Yk € N* | Tr(AF) = 0. Alors A est nilpotente.

Preuve.

Comme A est une matrice de ., (C) son polynéme caractéristique est scindé, en particulier elle est trigonalisable.
Par ’absurde supposons que A ne soit pas nilpotente. Alors A admet des valeurs propres (complexes) non nulles.

On note alors Ay, -+, A, ces valeurs propres distinctes non nulles de A (r > 1) et nq,- - ,n, les multiplicités
respectives. Comme A est trigonalisable, elle est semblable & une matrice triangulaire avec sur la diagonale
()\1,-~- JAL, A A, 0, ,O). Ainsi par hypothese Vk > 1 :
—— ——
=n1 Ny

Tr(AY) =mAf + - A =) Al =0
=1

Ainsi le vecteur (nq,--- ,n,) est solution du systéme linéaire suivant :
)\1 /\2 R >\7> X1 0
A2 N2 T 0
AT AL AT T, 0
=M

-

Or le déterminant de la matrice M est non nul en effet ce dernier vaut H Ar H (Aj—Xi) # 0. (Déterminant
k=1 1<i<j<r

de Vandermonde). On a donc n; = --- = n, = 0 ce qui est absurde. Ainsi 0 est la seule valeur propre de M.

Alors le polynéme caractéristique de A vaut X™ et par le théoreme de Cayley Hamilton A™ = 0 donc A est

nilpotente.

Remarque. Ce résultat peut se généraliser pour un corps K de caractéristique nulle et algébriqguement clos!
Par exemple dans Fy la matrice Iy n'est pas nilpotente mais Tr(A) =0



Théoréme 1

Soit G un sous groupe de GL,,(C). Si G est d’exposant fini alors G est fini.

Preuve.

On se donne G un sous groupe de GL,(C) d’exposant fini N. Soit (M;)1<i<m € G™ une base de vect(G). On
considere I'application suivante :

i G—Cm

1<i<m

Etape 1 : Montrons que toutes les matrices du sous groupe G sont diagonalisables.

Toute les matrices de G sont annulé par le polynéme X~ — 1 qui est un polynéme annulateur scindé & racines
simples dans C. Ainsi toute matrice de G est diagonalisable dans ., (C).

Etape 2 : Montrons que si VA, B € G f(A) = f(B) alors AB~! — I est nilpotente.

Comme f(A) = f(B) on a Vi € [1;m] Tr(AM;) = Tr(BM;). Soit M € G alors on décompose G dans la base

(M;)i1<i<m tel que M = Z AiM;. Alors par linéarité de la Trace.
k=1

=Tr (Z AZ-AMi> =Y NTe(AM;) = Y \Tr(BM;) = Tr(BM)
k=1 k=1 k=1

Donc Tr(AM) = Tr(BM). On pose alors D = AB™! et k € N*. On a :

Tr(D*) = Tr(AB™'D* 1) = Tr(BB~1D* 1) = Tr(DF 1)
Donc pour k > 1 alors Tr(D*) = Tr(I,,) = n :

k

Te((D — I,)*) = Tr Z(k>( ) D*=I i() 1) Tr(DF7) = i() =1-1)*=0

=0 J j=0

D’apres le lemme D — I est donc nilpotente.

Etape 3 : Montrons que f est injective.

Supposons que f(A) = f(B) et montrons que A = B. D’apreés ce qui préceéde D est une matrice diagonalisable,
or D — I est aussi diagonalisable. or une matrice nilpotente et diagonalisable est nulle. C’est a dire D = I et
donc AB~! = I = A = B. Ce qui prouve l'injectivité de f.

Etape 4 : Conclusion
On pose alors X = {Tr(A) | A e G}. Alors Im(f) € X™. Mais comme X est fini, en effet les valeurs propres

des éléments de G sont des racines n-iemes de I'unité et la trace est la somme des valeurs propre compté avec
leur multiplicités. Ainsi X est fini, il en va de méme pour Im(f) et donc de G par injectivité de f.



